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Conwayevi vojaki
Povzetek
Obravnavamo igro Conwayevi vojaki, ki jo je predstavil John Conway. V njej mora
igralec s preskakovanjem premakniti figure vojakov s spodnje polovice neskončne
igralne deske čim dlje na zgornjo prazno polovico – v ”puščavo”. Zanima nas, koliko
polj daleč lahko pridemo. Nato obravnavamo še nekaj drugih verzij igre.
Conway’s Soldiers
Abstract
We analyse the game Conway’s Soldiers introduced by John Conway. In it the player
must move the soldier pegs from the bottom half of infinite playing board to the
empty upper half – ”the desert”. We want to know, how many fields far we can go.
Then we analyse some variations of the game.
Math. Subj. Class. (2010): 05C22
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1. Uvod
John Conway je v knjigi [3] predstavil naslednjo igro za enega igralca. Po njem
je dobila ime Conwayevi vojaki. Igra je postavljena na neskončni igralni deski, ki jo
horizontalno razdelimo na spodnji in zgornji del. Na polja spodnjega dela postavimo
končno število figur. Te figure lahko premikamo tako, da z eno figuro preskočimo
sosednjo, jo pri tem odstranimo iz igre in nato pristanemo na polju za njo tako
kot na sliki 1. Figure lahko premikamo v navpični ali vodoravni smeri. Cilj igre je
priti čim dlje v zgornji del – puščavo. Zanima nas, kako priti do poljubnega polja
v puščavi, oziroma ali ga je sploh mogoče doseči. To je seveda odvisno od števila
začetnih figur in njihove postavitve.
Slika 1. Primer premika.
2. Osnovni problem
Kot je navedeno v uvodu, želimo izvedeti, ali lahko pridemo do poljubnega polja
v puščavi s končnim številom začetnih figur.
V tem primeru si lahko predstavljamo našo igralno desko kot neskončno mrežo
Z2. Naša polja so koordinate na tej mreži. Mrežo razdelimo med vrsticama 0 in
1, tako da je naša puščava Z2+. Figure lahko na začetku igre postavimo na polja
v Z2⊖. Spomnimo se Z2+ := Z × N in Z2⊖ := Z × (Z \ N). Vidimo, da pridemo n
polj v puščavo, če lahko dosežemo polje α = (m,n) za neki m ∈ Z. Celoten potek
premaknemo za poljubno število polj levo ali desno, zato je vseeno, katero polje v
n-ti vrstici si izberemo. Zaradi preprostosti si za polje izberemo α = (0, n).
Slika 2. Primer začetne postavitve figur.
Če želimo priti eno polje globoko v puščavo, je dovolj, da naredimo le en premik v
navpični smeri. Primer takega enostavnega procesa je prikazan pri premiku iz slike
2 na sliko 3. Kako pa je z bolj oddaljenimi polji? Ali lahko dosežemo drugo, tretjo,
n-to vrstico v puščavi? Izkaže se, da velja naslednja trditev.
Trditev 2.1. Četrto vrsto puščave pri Conwayevih vojakih se da doseči s končnim
številom začetnih figur.
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Slika 3. Prvi premik.
Dokaz. Naredili bomo kot kaže slika 4. Najprej postavimo 20 figur na spodnjo
polovico. Za začetek s skupino polnih črnih figur naredimo vrsto petih figur v prvi
vrstici puščave. Nato premaknemo ostale figure pod leve tri figure novonastale
vrste. Z njimi nato preskočimo črno vrsto in dobimo vrsto 3 črtastih figur v drugi
vrsti. Zdaj naredimo premik še proti sredini in eno vrsto navzgor kot kažeta zadnji
dve postavitvi. Kot vidimo, nam je uspelo priti do četrte vrste v puščavi, s čimer
dokažemo, da je možno doseči četrto vrsto v puščavi. 
Slika 4. Z dvajsetimi figurami smo prišli do četrte vrstice.
Posledica 2.2. Prvo, drugo in tretjo vrsto v puščavi lahko dosežemo.
Opomba 2.3. Izkaže se, da je 20 najmanjše število figur, s katerimi še lahko
dosežemo četrto vrsto. To bomo dokazali v naslednjem poglavju.
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V nadaljevanju nas zanima, ali lahko dosežemo peto vrsto v puščavi. Izkaže se,
da ne moremo najti načina, kako priti do pete vrste.
Izrek 2.4. Pri Conwayevih vojakih ne moremo doseči pete vrste v puščavi.
Ta izrek bomo dokazali s pomočjo utežitve polj glede na njihovo oddaljenost od
polja, ki ga želimo doseči. Polja bo potrebno utežiti na pameten način, zato bomo
uvedli konstanto σ. Ta je pozitivna rešitev enačbe x2 + x = 1:
σ =
√
5− 1
2
≈ 0, 618.
Opomba 2.5. Število σ je obratni element za zlati rez φ = 1+
√
5
2
, saj je φσ = 1 .
Spomnimo se, da je razmerje dveh števil zlati rez, če je enako razmerju njune vsote
z večjim številom.
a
b
=
a+ b
a
=: φ =
1 +
√
5
2
≈ 1, 6183989 (a > b)
Ker σ reši zgornjo enačbo, velja
(1) σ2 + σ = 1.
Če to enakost pomnožimo s σk, za poljuben k ∈ Z, dobimo naslednjo enakost, ki jo
bomo uporabili v nadaljevanju:
(2) σk+2 + σk+1 = σk.
Ta enačba je podobna premikanju figur. Pri premikanju odstranimo figuri iz dveh
sosednjih polj, eno pa dodamo na naslednje polje. Podobno je pri enačbah vsota
potenc σ s sosednjima celima številoma za eksponenta enaka potenci s še manjšim
eksponentom. S pomočjo te konstante bomo sedaj utežili našo igralno desko.
Definicija 2.6. Naj bo α polje na igralni deski. Temu polju pripadajoča funkcija
razdalje fα vsakemu polju na igralni deski priredi število korakov, ki jih je potrebno
narediti od tega polja do polja α. Pri tem upoštevamo, da lahko korake naredimo
le v smereh, ki nam jih igra dovoljuje.
V primeru Conwayevih vojakov bomo funkcijo razdalje izbrali s pomočjo man-
hattanske metrike d1. Spomnimo se, da je manhattanska metrika med točkama
(x1, x2, . . . , xn) in (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn definirana kot
d1((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) :=
n∑
i=1
|xi − yi|.
Za naš primer bomo uporabili fα(β) := d1(α, β), kjer je α naše izbrano polje, polje
β pa poljubno polje pod poljem α.
Definicija 2.7. Naj bo α polje na naši igralni deski in fα pripadajoča funkcija
razdalje. Potem je pagodna funkcija W : P(Z2) → R+ pozitivna funkcija, ki slika
iz potenčne množice polj, v našem primeru Z2, v (pozitivna) realna števila. Množici
polj priredi vsoto uteži teh polj glede na njihovo oddaljenost od polja α. Natančneje
jo definiramo kot
W : F ↦→
∑
β∈F
σfα(β).
Opomba 2.8. Pagodna funkcija jo imenujemo zato, ker se vrednost eksponentov
spreminja podobno kot streha pagode. To je vidno na tabeli 2.
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Tabela 1. Funkcija razdalje f(0,5).
4 3 2 1 0 1 2 3 4
5 4 3 2 1 2 3 4 5
6 5 4 3 2 3 4 5 6
7 6 5 4 3 4 5 6 7
8 7 6 5 4 5 6 7 8
9 8 7 6 5 6 7 8 9
10 9 8 7 6 7 8 9 10
11 10 9 8 7 8 9 10 11
12 11 10 9 8 9 10 11 12
13 12 11 10 9 10 11 12 13
Tabela 2. Pagodna funkcija, inducirana s funkcijo razdalje f(0,5).
σ4 σ3 σ2 σ 1 σ σ2 σ3 σ4
σ5 σ4 σ3 σ2 σ σ2 σ3 σ4 σ5
σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6
σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7
σ8 σ7 σ6 σ5 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8
σ9 σ8 σ7 σ6 σ5 σ6 σ7 σ8 σ9
σ10 σ9 σ8 σ7 σ6 σ7 σ8 σ9 σ10
σ11 σ10 σ9 σ8 σ7 σ8 σ9 σ10 σ11
σ12 σ11 σ10 σ9 σ8 σ9 σ10 σ11 σ12
σ13 σ12 σ11 σ10 σ9 σ10 σ11 σ12 σ13
Opomba 2.9. Za poljubni disjunktni množici polj A in B veljaW (A∪B) = W (A)+
W (B). To sledi iz ∑
β∈A
σfα(β) +
∑
β∈B
σfα(β) =
∑
β∈A∪B
σfα(β).
Zaradi disjunktnosti A in B vemo, da uteži nobenega polja β nismo šteli dvakrat.
Opomba 2.10. Utežitev W je odvisna od izbire polja α in od izbrane funkcije
razdalje fα. Polje α bomo spreminjali glede na to, katero polje poskušamo doseči,
funkcijo fα pa glede na to, v katere smeri se lahko premikamo. Pri utežitvi, prikazani
na tabeli 2, smo si tako za polje izbrali α = (0, 5), funkcija razdalje fα pa je prikazana
s tabelo 1.
Preden dokažemo izrek 2.4, bomo dokazali še naslednjo lemo.
Lema 2.11. Ko premaknemo figuro, se utežitev množice polj s figurami, ki jo dobimo
s pagodno funkcijo, kvečjemu zmanjša.
Dokaz. Naj bo α poljubno polje v puščavi, fα temu polju pripadajoča funkcija raz-
dalje in W utežitev s pripadajočo pagodno funkcijo. Naj bosta λ, κ sosednji polji,
s katerih odstranimo figuri. Polje ω pa je tisto sosednje polje polja κ, na katerega
bomo postavili figuro. To so edina polja, kjer bo položaj figur pred premikom raz-
ličen položaju po premiku. Množico ostalih polj s figurami označimo s F . Vidimo,
da so bile pred premikom figure na poljih iz množice F ∪ {λ, β}, po premiku pa na
poljih F ∪ {ω}. Zaradi opombe 2.9 je dovolj, da dokažemo
W ({λ, κ}) ≥ W ({ω}).
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Naj bo fα funkcija razdalje, s pomočjo katere smo inducirali pagodno funkcijo, ki
nam poda našo utežitev. S k označimo vrednost fα(ω). Po definiciji funkcije razdalje
vemo, da se fα(κ) razlikuje kvečjemu za 1, fα(λ) pa kvečjemu za 2 od fα(ω). Torej
je fα(κ) ≤ k + 1 in fα(λ) ≤ k + 2. Ker je σ < 1, dobimo
W ({λ, κ}) = σfα(λ) + σfα(κ) ≥ σk+2 + σk+1.
Ko uporabimo enakost (2), dobimo
σk+2 + σk+1 = σk = σfα(ω) = W ({ω}).
S tem smo dokazali želeno neenakost. 
Opomba 2.12. Opazimo, da enakost v zgornji formuli velja, ko se premikamo tako,
da maksimiziramo fα(ω). To pa je premikanje proti polju α.
Opazimo, da bomo v nadaljevanju seštevali geometrijske vrste. Zato bomo sešteli
vrsto
∑∞
i=n σ
i. Opazimo, da je geometrijska vrsta s koeficientom σ. Ker je σ ∈ (0, 1),
vrsta konvergira in njena vsota je enaka
(3)
∞∑
i=n
σi =
σn
1− σ =
σn
σ2
= σn−2 = σn−2.
Vsoto v imenovalcu smo sešteli s pomočjo enačbe (2).
Dokaz izreka 2.4. Naj bo α = (0, 5), fα pripadajoča funkcija razdalje in W utežitev
s pripadajočo pagodno funkcijo. Ta utežitev je prikazana na tabeli 2. Ker se po
lemi 2.11 ovrednotenje igralne deske s premikanjem figur kvečjemu zmanjša, bo utež
poljubnega začetnega položaja F0 kvečjemu večja od uteži položajev, ki jih lahko
dosežemo iz tega položaja. Da iz nobenega začetnega položaja ne moremo doseči
polja α, je zato dovolj dokazati W (F0) < W ({α}) = 1 za vsako začetno postavitev
figur F0.
Ker je F0 ⊂ Z2⊖ končna podmnožica neskončne množice, je njena prava podmno-
žica. Iz tega in iz dejstva, da je W pozitivna funkcija, sledi W (F0) < W (Z2⊖).
Izračunajmo, kakšna je utež celotnega spodnjega dela. Opazimo, da je utež vsake
vrstice enako uteži zgornje vrstice pomnoženo s σ. Torej za utež i-te vrstice, za
i < 0 velja
∀i ≤ 0 : W (Z× {i}) = σW (Z× {i+ 1}).
Od tod sledi
W (Z× {i}) = σiW (Z× {0}).
Vidimo, da je mogoče utež poljubne vrstice izraziti z utežjo prve vrstice pod puščavo.
Za to vrstico pa vidimo, da je utežena s členi dveh geometrijskih vrst. Ena se začne
s σ5, druga pa s σ6. Uporabimo formuli (2) in (3) ter dobimo naslednje
W (Z× {0}) =
∞∑
i=5
σi +
∞∑
i=6
σi = (1 + σ)
∞∑
i=5
σi = σ−1σ3 = σ2.
S pomočjo prve vrstice izračunamo utež celotnega spodnjega dela.
W (Z2⊖) =
∞∑
i=0
W (Z× {i}) =
∞∑
i=0
σiW (Z× {0})
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Vstavimo zgornjo vrednost, ki smo jo izračunali ter uporabimo enakost (3)
σ2
∞∑
i=0
σi = σ2σ−2 = 1.
Torej je W (Z2⊖) = 1, po drugi strani pa je tudi W ({(0, 5)}) = 1. Kot smo prej
omenili, velja
W (F0) < W (Z2⊖) = 1 = W ({(0, 5)}).
Od tod po lemi 2.11 sledi, da ne moremo narediti začetne postavitve figur, s katerimi
bi lahko prišli 5 polj v puščavo. 
3. Minimalno število začetnih figur
Zanima nas tudi, kakšno je najmanjše število figur, da lahko z njimi še dosežemo
n-to polje v puščavi. Spodnjo mejo za to število lahko določimo s pomočjo primerne
pagodne funkcije. Zaradi leme 2.11 vemo, da mora biti utež polj s figurami na
začetku igre vsaj 1, če želimo doseči želeno polje. Za dano število začetnih figur
dobimo največjo možno utež, če izberemo tista polja, ki jim pagodna funkcija priredi
največje vrednosti.
Da dosežemo prvo polje v puščavi, je očitno, da potrebujemo vsaj dve figuri, da
lahko sploh naredimo premik. Prav tako pa sta dve figuri dovolj, da dosežemo prvo
polje v puščavi.
Naj bo α = (0, 2) in W pripadajoča utežitev s pagodno funkcijo. Kot vidimo na
tabeli 3, je največja utež, ki jo lahko dosežemo, tista, če postavimo eno figuro na
polje z utežjo σ2 in dve figuri na polja z utežjo σ3 .
Tabela 3. Pagodna funkcija inducirana s funkcijo razdalje f(0,2).
σ 1 σ
σ2 σ σ2
σ3 σ2 σ3
σ4 σ3 σ4
Skupna utež je enaka σ2 + 2σ3 < 0.86, kar je manjše od 1. Po lemi sledi, da s
tremi figurami ne moremo doseči 2. vrstice. S štirimi pa jo lahko, kot je prikazano
na sliki 5.
Slika 5. S štirimi figurami dosežemo drugo vrstico.
Podobno preverimo, da s sedmimi figurami ne moremo doseči 3. vrstice. Naj bo
α = (0, 3) in W pripadajoča utežitev s pagodno funkcijo. Kot vidimo na tabeli 4,
je največja utež, ki jo lahko dosežemo, tista, kjer postavimo eno figuro na polje z
utežjo σ3, tri na polja z utežjo σ4 in tri na polja z utežjo σ5 Skupna utež je enaka
σ3 + 3σ4 + 3σ4 < 0.96, kar je manjše od 1. Kot prej sledi, da s sedmimi figurami ne
moremo doseči 3. vrstice. Z osmimi pa jo lahko, kot je prikazano na sliki 6.
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Tabela 4. Pagodna funkcija inducirana s funkcijo razdalje f(0,3).
σ 1 σ
σ2 σ σ2
σ3 σ2 σ3
σ4 σ3 σ4
σ5 σ4 σ5
σ6 σ5 σ6
Slika 6. Z osmimi figurami dosežemo tretjo vrstico.
Naj bo sedaj α = (0, 4), fα pripadajoča funkcija razlike in W utežitev s pri-
padajočo pagodno funkcijo, ki je prikazana na tabeli 5. Če poskusimo α doseči z
osemnajstimi figuramo, opazimo, da je največja utež začetne postavitve σ4 + 3σ5 +
5σ6 + 7σ7 + 2σ8 < 0, 999. To je manjše od 1 in zato bomo za premik do polja α
potrebovali vsaj 19 figur.
Tabela 5. Pagodna funkcija, inducirana s funkcijo razdalje f(0,4).
σ4 σ3 σ2 σ 1 σ σ2 σ3 σ4
σ5 σ4 σ3 σ2 σ σ2 σ3 σ4 σ5
σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6
σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7
σ8 σ7 σ6 σ5 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8
σ9 σ8 σ7 σ6 σ5 σ6 σ7 σ8 σ9
σ10 σ9 σ8 σ7 σ6 σ7 σ8 σ9 σ10
σ11 σ10 σ9 σ8 σ7 σ8 σ9 σ10 σ11
σ12 σ11 σ10 σ9 σ8 σ9 σ10 σ11 σ12
Največja možna utež, ki jo lahko dosežemo z devetnajstimi figurami, pa je σ4 +
3σ5 + 5σ6 + 7σ7 + 3σ8. Ko večkrat uporabimo enakost (2), dobimo
σ4 + 3σ5 + 5σ6 + 7σ7 + 3σ8 = 1.
Kar je ravno vrednost našega izbranega polja α = (0, 4). Torej obstaja možnost, da
lahko z devetnajstimi figurami dosežemo četrto polje. A se izkaže, da velja naslednja
trditev
Trditev 3.1. Z devetnajstimi vojaki ne moremo doseči 4. vrstice.
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Dokaz. Dokažemo s protislovjem. Predpostavimo, da lahko z devetnajstimi figurami
dosežemo četrto polje. Ker je maksimalna utež, ki jo lahko dosežemo z devetnajstimi
figurami, natanko enaka 1, moramo postaviti figure na tak način, da maksimiziramo
utež. Figuro bomo postavili na vsa polja z utežjo σ4, σ5, σ6 in σ7 ter na dve polji z
utežjo σ8. Tak začetni položaj je prikazan na sliki 7, kjer postavimo črne figure in
izberemo dve izmed belih figur. Skupaj obstaja
(
9
3
)
= 84možnih začetnih postavitev.
Slika 7. Začetne postavitve z utežjo 1.
Prav tako, se skupna utež vseh polj s figurami ne bo smela spreminjati, saj je utež
začetne postavitve figur enaka uteži ciljnega polja. Kot vidimo na tabeli 5, zato ne
bomo smeli narediti premika preko polj pod poljem α. Prav tako opazimo, da se v
vodoravni smeri ne smemo pomikati stran od teh polj.
Zdaj pa še pokažimo, da na poljih v puščavi ne smemo narediti premika v vodo-
ravni smeri. Vsi možni takšni premiki so prikazani na sliki 8. Pokažimo za vsakega,
zakaj ga ne smemo narediti.
Slika 8. Vsi možni vodoravni premiki v puščavi.
(1) Od prej že vemo, da je minimalno število figur, ki so potrebne, da dosežemo
tretjo vrstico, osem. Torej bi zato, da dobimo dve figuri v tretji vrstici, po-
trebovali vsaj šestnajst začetnih figur. Poleg tega bi za doseg želenega cilja
potrebovali še figuro na polju (0, 2). Ker je to polje v drugi vrstici, vemo od
prej, da bi zanj v najboljšem primeru potrebovali štiri figure. Skupaj bi po-
tem za doseg četrte vrstice potrebovali 20 figur, kar pa je več od devetnajstih,
ki jih imamo na razpolago.
(2) Ker ne smemo narediti poteze s polji pod α, bomo morali polji v drugi vrstici
doseči s figurami na levem delu. Utež vseh polj, na katerih so te figure, je
σ5 + 2σ6 + 3σ7 ter še kvečjemu 3σ8, če postavimo vse tri figure na to stran
igralne deske. Utež polj, na katerih sta figuri pa je σ3 + σ4. Ko uporabimo
enakost (2) dobimo σ3+σ4 = σ5+2σ6+3σ7+3σ8+σ9. Torej je utež želenih
dveh polj večja od uteži polj tistih figur, ki jih lahko uporabimo.
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(3) Edini način, da premaknemo dve figuri v želeni položaj in ne spremenimo
uteži, je prikazan na sliki 9. Vendar ta premik osami figuro na polju (−3, 0),
ki bo ostala tam do konca igre. Tako bo utež končnega položaja, če dosežemo
polje α, enaka 1 + σ7. Torej večja od maksimalne uteži, ki jo na začetku še
lahko dosežemo z devetnajstimi figurami.
Slika 9. Če postavimo rdeči figuri na polja (−1, 1) in (−2, 1), bomo
osamili figuro na polju (−3, 0).
Podobno dokažemo, da na desni strani ne smemo narediti premikov v levo. Prav
tako ne smemo narediti premikov stran od polj pod poljem α. Torej lahko v puščavi
naredimo premike le navzgor.
Torej bomo, če premaknemo figuro v četrto vrstico, morali premakniti eno figuro v
tretjo in eno v drugo vrstico. Da pa premaknemo figuro v tretjo vrstico, smo morali
pri tem premakniti še eno figuro v drugo in eno v prvo vrstico v puščavi. Da smo dve
figuri premaknili v drugo vrstico, smo morali premakniti dve figuri v prvo vrstico
puščave in dve figuri v prvo vrstico, ki ni v puščavi. Skupaj smo morali v prvo
vrstico puščave premakniti tri figure, kar pomeni, da smo morali v prvo in drugo
vrstico pred puščavo premakniti še tri figure. Vse skupaj moramo torej premakniti
5 figur na polje β1, zadnje polje pred puščavo, in 3 figure na β2, predzadnje polje
pred puščavo.
Poglejmo sedaj figure v zadnji vrstici pred puščavo. Ker lahko naredimo premik
v puščavo le, če smo pod poljem α, je edini premik, ki ga lahko naredimo le v smeri
proti polju β1. Od tod sledi, da moramo s prvima dvema figurama levo in desno
od polja β1 narediti premik na polje β1. Za najbolj oddaljeno figuro pa imamo na
voljo dva različna premika, oba sta prikazana na sliki 10. Izkaže se, da oba premika
osamita neko figuro.
Slika 10. Z rdečo figuro bomo morali narediti enega izmed prikaza-
nih premikov.
(1) V prvem primeru moramo premakniti figuro na tisto polje, ki je med poljem
z rdečo figuro in poljem β1, saj lahko rdečo figuro uporabimo le pri premiku
v desno. Ker pa se skupna utež ne sme spreminjati, je to mogoče le na en
način, ki je prikazan na sliki 11. A kot vidimo, tak premik osami figuro na
polju (−2,−1).
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(2) Da smo lahko naredili drugi premik, smo morali premakniti figuro na polje ob
rdeči figuri. To smo podobno kot pri prejšnjem premiku lahko dosegli le na
en način. Tukaj pa opazimo, da rdeče figure nikakor ne moremo premakniti,
do polja β1, kar pomeni, da jo osamimo.
Slika 11. Če želimo narediti premik z rdečo figuro na polju (−2, 0),
bomo morali osamiti figuro na polju (−2,−1).
Torej, če naredimo premik, ki vključuje figuro na polju (−3, 0), bomo osamili neko
figuro, če pa ne naredimo takega premika, bomo pa osamili figuro na tem polju. To
pomeni, da bo utež polj s figurami, ko premaknemo figuro na polje α, večja od 1,
kar je protislovje. 
Ugotovili smo, da z devetnajstimi figurami ne moremo doseči četrte vrstice v pu-
ščavi. Dokaz trditve 2.1 pa nam pokaže, da jo lahko dosežemo z dvajsetimi figurami.
4. Variante problema
4.1. Poševni vojaki. Sedaj bomo spremenili pravila igre. Poglejmo, kaj se zgodi,
ko se lahko premikamo le v poševnih smereh, tako kot lovec pri šahu. Prvi premik
pri taki igri vidimo na sliki 12. Cilj igre je še vedno enak. Še vedno moramo iz
končne začetne postavitve na spodnjem delu deske priti čim dlje v puščavo. Za-
radi poševnega premikanja figur tej igri pravimo poševni vojaki. Če igralno desko
Slika 12. Prvi poševni premik.
pobarvamo kot pri šahu, opazimo, da se s figurami na polju ene barve ne moremo
premakniti na polje druge barve. Na igralni deski imamo dve neodvisni enaki igri,
ki ne vplivata ena na drugo. Zato je smiselno obravnavati le eno izmed njiju. Osre-
dotočili se bomo na tisto, ki se dogaja na poljih, ki so enake barve kot polje, do
katerega želimo priti. Ker figure na drugih poljih ne vplivajo na našo igro, bomo
zaradi preprostosti poševne vojake igrali na deski, ki je podobna tisti na sliki 14.
Opomba 4.1. Poglejmo, kaj se zgodi, če igralno desko poševnih vojakov iz slike 14
zasukamo za 45◦, kot je prikazano na sliki 15. Če pogledamo od strani in se osre-
dotočimo le na eno polovico polj, dobimo igro, ki je podobna Conwayevim vojakom
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Slika 13. Igralna deska pobarvana z rdečo in modro.
Slika 14. Osredotočimo se na igro s figurami na modrih poljih.
na strani 4. Tudi tu imamo neskončno mrežo, na kateri se lahko premikamo levo,
desno, gor in dol. Edina razlika je v črti, ki ločuje igralno desko na puščavo in na
Slika 15. Pogled igralne deske pod navadnim kotom, pod kotom 45◦,
in ko se osredotočimo le na modra polja.
prostor, kjer začnemo s figurami. Tu poteka po diagonali.
Trditev 4.2. Šesto vrsto puščave pri poševnih vojakih se da doseči s končnim šte-
vilom začetnih figur.
Dokaz. Najprej dokažimo, da lahko dosežemo šesto vrstico. Figure postavimo tako,
kot kaže slika 16. Razdelimo jih na tri dele, rdečo skupino s kvadratno, modro
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skupino s trikotno in zeleno skupino z okroglo glavo. Z vsako od teh skupin bomo
dosegli polja blizu našega ciljnega polja v šesti vrstici. Ciljna polja vsake skupine
so označena s črno figuro na polju, pobarvanem z barvo te skupine. Hitro opazimo,
Slika 16. Začetna postavitev figur
da sta skupina s kvadratnimi glavami na levi in skupina s trikotnimi glavami na
desni simetrični. Zato bomo pokazali le, kako bomo s skupino kvadratnih glav
dosegli njihov cilj. Kot vidimo na sliki 17, začnemo s tem, da premaknemo bele
in pikčaste figure v puščavo. Nato z belimi figurami postavimo figuro na mesto,
kjer jo preskočimo s sivo figuro. V naslednjem koraku pa se s karirasto in sivo
figuro pomaknemo proti ciljnemu polju. Nato s spodnjima dvema črnima figurama
postavimo figuro za karirasto figuro in jo nato preskočimo. Ta postopek ponavljamo,
dokler ne prispemo do sive figure ter nato preskočimo še njo. S preostalimi štirimi
črnimi figurami naredimo dvojec za njo. V zadnjem koraku naredimo še dva preskoka
in dosežemo ciljno polje.
Sedaj pa poglejmo, kako s skupino z okroglimi glavami dosežemo želeno polje v
tretji vrstici. Kot kaže slika 18, začnemo tako, da črno skupino premaknemo desno
navzgor. Nato to skupino premaknemo levo navzgor. S sivo skupino se premaknemo
desno navzgor. Zdaj preostane le še, da z zadnjo črno figuro zaporedoma preskočimo
obe sivi in pristanemo na ciljnem polju.
Ko naredimo poteze, prikazane na slikah 17 in 18, moramo s figuro z okroglo glavo
samo še preskočiti tisto s trikotno. Nato pa jo preskočimo s figuro s kvadratno glavo,
da pristanemo na ciljnem polju v šesti vrstici.
S tem smo dokazali, da je možno doseči šesto vrstico. 
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Slika 17. Skupino s kvadratno glavo spravimo v četrto vrstico.
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Slika 18. Skupino z okroglo glavo premaknemo v tretjo vrstico.
Slika 19. Zadnji premiki, preden dosežemo šesto vrstico.
Opomba 4.3. Članek [2] pravi, da je 46 najmanjše število figur, s katerimi lahko
dosežemo šesto vrstico. V dokazu smo uporabili začetno postavitev s takim številom
figur. Začetne postavitve z najmanjšim možnim številom figur, s katerimi še lahko
dosežemo nižje vrstice, lahko vidite na spletni strani [5].
Sedaj pa dokažimo, da ne moremo doseči sedme vrstice.
Izrek 4.4. Pri poševnih vojakih ne moremo doseči sedme vrste v puščavi.
Dokaz. Podobno kot pri dokazu izreka 2.4 naj bo α = (0, 7), fα pripadajoča funkcija
razlike in W utežitev s pripadajočo pagodno funkcijo. Kot smo videli že na strani
13, se s polovice polj sploh ne da priti do tega polja. Funkcija razdalje fα bo tistim
poljem priredila∞. Inducirana pagodna funkcija pa utež velikosti 0. To je smiselno,
saj tista polja ne vplivajo na našo igro, zato lahko uporabimo enak pristop.
Opazimo, da bomo pri računanju uteži celotnega spodnjega dela morali sešteti
vrsti
∑∞
i=n σ
2i in
∑∞
i=n iσ
i. Prvo vrsto seštejemo s pravili za vsote geometrijskih
vrst. Seveda preverimo, da velja σ2 < 1. To sledi iz tega, da je σ < 1.
(4)
∞∑
i=n
σ2i =
σ2n
1− σ2 =
σ2n
σ
= σ2n−1
Za računanje razlike v imenovalcu smo uporabili enačbo (1).
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Tabela 6. Funkcija razdalje f(0,7) na igralni deski poševnih vojakov.
4 ∞ 2 ∞ 0 ∞ 2 ∞ 4
∞ 3 ∞ 1 ∞ 1 ∞ 3 ∞
4 ∞ 2 ∞ 2 ∞ 2 ∞ 4
∞ 3 ∞ 3 ∞ 3 ∞ 3 ∞
4 ∞ 4 ∞ 4 ∞ 4 ∞ 4
∞ 5 ∞ 5 ∞ 5 ∞ 5 ∞
6 ∞ 6 ∞ 6 ∞ 6 ∞ 6
∞ 7 ∞ 7 ∞ 7 ∞ 7 ∞
8 ∞ 8 ∞ 8 ∞ 8 ∞ 8
∞ 9 ∞ 9 ∞ 9 ∞ 9 ∞
Tabela 7. Pagodna funkcija, inducirana s f(0,7) iz tabele 6.
σ4 0 σ2 0 1 0 σ2 0 σ4
0 σ3 0 σ 0 σ 0 σ3 0
σ4 0 σ2 0 σ2 0 σ2 0 σ4
0 σ3 0 σ3 0 σ3 0 σ3 0
σ4 0 σ4 0 σ4 0 σ4 0 σ4
0 σ5 0 σ5 0 σ5 0 σ5 0
σ6 0 σ6 0 σ6 0 σ6 0 σ6
0 σ7 0 σ7 0 σ7 0 σ7 0
σ8 0 σ8 0 σ8 0 σ8 0 σ8
0 σ9 0 σ9 0 σ9 0 σ9 0
Najprej preverimo, da vrsta
∑∞
i=n iσ
i konvergira. Ker so členi pozitivni, lahko
uporabimo D’Alembertov kriterij. Za člene vrste (ai)∞i=0 tvorimo zaporedje števil
Di =
ai+1
ai
. V našem primeru imamo:
Di =
(i+ 1)σi+1
iσi
=
i+ 1
i
σ.
Opazimo, da
lim
n→∞
Di = σ < 1.
Po kriteriju sledi, da vrsta
∑∞
i=0 iσ
i konvergira. Posledično konvergira vrsta
∑∞
i=n iσ
i
za poljuben n ∈ N, saj je rep prej omenjene vrste. Vrsto ∑∞i=n iσi lahko grafično
prikažemo s tabelo 8. Ker konvergira absolutno, jo lahko preuredimo. Preuredili
jo bomo na naslednji način. Najprej bomo sešteli stolpce na tabeli, nato pa bomo
sešteli dobljene vrste po vrsticah. Dobimo naslednjo dvojno vrsto
∞∑
i=n
iσi = n
∞∑
i=n
σi +
∞∑
i=n+1
∞∑
j=i
σi.
Po večkratni uporabi enakosti (3) dobimo
(5)
∞∑
i=n
iσi = nσn−2 + σn−3.
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Tabela 8.
∑∞
i=n iσ
i
σn · · · σn
σn+1 · · · σn+1 σn+1
σn+2 · · · σn+2 σn+2 σn+2
σn+3 · · · σn+3 σn+3 σn+3 σn+3
...
...
...
...
...
σn
∑∞
i=n σ
i · · · σn∑∞i=n σi σn+1∑∞i=n+1 σi σn+2∑∞i=n+2 σi σn+3∑∞i=n+3 σi
Sedaj pa izračunajmo še W (Z2⊖). Vidimo, da se v i-ti vrstici pod našim poljem
oziroma v (7 − i)-ti vrstici σi pojavi (i + 1)-krat. Od tam naprej pa se utež polj
povečuje s faktorjem σ2 v obe smeri, saj štejemo vsako drugo polje. Torej s pomočjo
enakosti (4) izračunamo, da je vrednost poljubne vrstice enaka
W (Z× {7− i}) = (i+ 1)σi + 2
∞∑
j=1
σi+2j = σi
(
(i+ 1) +
2σ2
1− σ2
)
= σi((i+ 1) + 2σ).
Sedaj lahko s pomočjo tega izračunamo utež celotnega spodnjega dela, pri čemer
uporabimo enakost (3)
W (Z2⊖) =
∞∑
i=7
σi((i+1)+2σ) = σ7
∞∑
i=0
(i+8)σi+2σ8
∞∑
i=0
σi = σ−1
∞∑
i=8
iσi+2σ8
1
1− σ .
Po enakosti (5) se nam to sešteje v
8σ5 + σ4 + 2σ6 = 6σ5 + 3σ4 = 3(σ5 + σ3).
Spomnimo se, da je σ ≈ 0, 618, zato lahko uporabimo približek σ < 0, 62. In ocenimo
3(σ5 + σ3) < 3((0, 62)3 + (0, 62)5) < 0, 99 < 1.
Dokazali smo, da za vsako začetno postavitev figur F0 velja
W (F0) < W (Z2⊖) < 1 = W ({(0, 7)}).
Od tod po lemi 2.11 sledi, da z nobeno začetno postavitvijo ne moremo priti šest
polj v puščavo. 
4.2. Diagonalni vojaki. Zdaj pa poglejmo, kaj se zgodi, ko združimo Conwayeve
in poševne vojake. Nastala igra je podobna Conwayevim vojakom, le da nam je
dovoljeno, da premikamo figure v poševnih smereh kot pri poševnih vojakih. Tej
igri pravimo diagonalni vojaki. Primer take igre je prikazan na sliki 20. Prav tako
je cilj priti čim dlje v puščavo. Iz izreka 4.2 vemo, da gotovo lahko pridemo vsaj do
šestega polja v puščavi, a imamo občutek, da lahko pridemo še dlje. Na to namiguje
že samo dejstvo, da bomo uporabili celotno desko. Izkaže se, da velja naslednja
trditev.
Trditev 4.5. Osmo vrsto puščave pri diagonalnih vojakih se da doseči s končnim
številom začetnih figur.
Dokaz. Izberimo si polje v osmi vrstici. Nato postavimo figure kot kaže slika 21.
Figure, kot pri poševnih vojakih, razdelimo v tri skupine. Na sliki so polja, ki jih
želimo doseči, prav tako kot prej, označena s polno črno figuro na polju obarvanem
z barvo skupine. Opazimo, da sta rdeča skupina s kvadratnimi glavami in modra
skupina s trikotnimi glavami postavljeni simetrično. Zato je dovolj, da pokažemo,
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Slika 20. Igralna deska diagonalnih vojakov po nekaj premikih.
kako rdeče figure premaknemo do njihovega cilja. Ta podproblem je prikazan na
slikah 22 in 23.
Slika 21. Začetna postavitev figur
Začnemo s premikom navzgor, da dosežemo prvo vrstico. Nato to figuro pre-
skočimo po diagonali in dosežemo drugo vrstico. Tretjo vrstico dosežemo, ko pre-
maknemo figuro v desno in nato naredimo dva diagonalna premika. Nato z nekaj
premiki spet postavimo figuro v prvo vrstico. Zdaj s pripravljenimi figurami z dia-
gonalnimi potezami pridemo v četrto vrstico. Še eno figuro postavimo v prvo vrsto
in v ta namen uporabimo najbolj leve figure. Iz sredine premaknemo še nekaj figur
in tako spravimo figuro v prvo in drugo vrsto. S tema figurama in tisto v četrti
vrsti lahko dosežemo peto vrsto. Preostale figure sedaj premaknemo proti desni, da
naredimo navpično vrsto. Naš cilj dosežemo, ko to vrsto premaknemo za figuro v
peti vrstici in jo preskočimo. Za modro skupino je postopek zrcalen.
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Slika 22. S figurami s kvadratno glavo dosežemo šesto vrstico.
21
Slika 23. Nadaljevanje slike 22
22
Slika 24. S figurami z okroglo glavo dosežemo peto vrstico.
Na sliki 24 vidimo, kako z zeleno skupino figur z okroglo glavo pridemo do nji-
hovega cilja. Najprej premaknemo figure na desni strani navzgor, nato pa se na
straneh cik-cak premaknemo navzgor. Nato spodnje figure premaknemo navzgor,
da oblikujemo zavoj. Zgornji del zavoja premaknemo proti cilju, spodnjega pa proti
meji. Nato z dvema diagonalnima in enim navpičnim premikom prispemo do našega
cilja.
Zdaj preostane le še to, da z zeleno figuro preskočimo modro in nato z rdečo figuro
preskočimo zeleno, tako kot kaže slika 25. Ko to naredimo, dosežemo osmo vrstico.

Sedaj pa dokažimo, da ne moremo doseči devete vrstice.
Izrek 4.6. Pri diagonalnih vojakih ne moremo doseči devete vrste v puščavi.
Dokaz. Podobno kot pri dokazu izreka 2.4 naj bo α = (0, 9), fα pripadajoča funkcija
razlike in W utežitev s pripadajočo pagodno funkcijo. Kot vidimo na sliki 20, lahko
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Slika 25. Zadnje poteze.
pridemo do polja z vseh njegovih sosedov. Zato bomo funkcije razdalje določili s
pomočjo maksimalne metrike. Spomnimo se da je maksimalna metrika d∞ med
točkama (x1, x2, . . . , xn) in (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn definirana kot
d∞((x1, x2, . . . xn), (y1, y2, . . . yn)) := max{|xi − yi|; i = 1, 2, . . . n}.
Posledično bo v našem primeru funkcija razdalje fα(β) := d∞(α, β), za poljubno
polje β, ki je pod poljem α. Uporabljena funkcija razdalje f(0,9) je prikazana na
tabeli 9.
Tabela 9. Funkcija razdalje f(0,9) na igralni deski diagonalnih vojakov
4 3 2 1 0 1 2 3 4
4 3 2 1 1 1 2 3 4
4 3 2 2 2 2 2 3 4
4 3 3 3 3 3 3 3 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4
5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 6 6 6 6 6 6 6 6
7 7 7 7 7 7 7 7 7
8 8 8 8 8 8 8 8 8
9 9 9 9 9 9 9 9 9
10 10 10 10 10 10 10 10 10
Tabela 10. Pagodna funkcija, inducirana s f(0,9) iz tabele 9.
σ4 σ3 σ2 σ 1 σ σ2 σ3 σ4
σ4 σ3 σ2 σ σ σ σ2 σ3 σ4
σ4 σ3 σ2 σ2 σ2 σ2 σ2 σ3 σ4
σ4 σ3 σ3 σ3 σ3 σ3 σ3 σ3 σ4
σ4 σ4 σ4 σ4 σ4 σ4 σ4 σ4 σ4
σ5 σ5 σ5 σ5 σ5 σ5 σ5 σ5 σ5
σ6 σ6 σ6 σ6 σ6 σ6 σ6 σ6 σ6
σ7 σ7 σ7 σ7 σ7 σ7 σ7 σ7 σ7
σ8 σ8 σ8 σ8 σ8 σ8 σ8 σ8 σ8
σ9 σ9 σ9 σ9 σ9 σ9 σ9 σ9 σ9
σ10 σ10 σ10 σ10 σ10 σ10 σ10 σ10 σ10
Spet izračunajmo utež spodnjega dela. Na tabeli 10 opazimo, da se v (9 − i)-ti
vrstici (2i+1)-krat pojavi σi. Potem pa si v obe smeri stran od sredine sledijo členi
geometrijske vrste. To uporabimo pri računanju uteži (9− i)-te vrstice.
W (Z× {9− i}) = (2i+ 1)σi + 2
∞∑
j=i+1
σj
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Zopet uporabimo formulo (3) in dobimo, da se zgornja vrsta sešteje v
(2i+ 1)σi + 2
σi+1
1− σ = (2i+ 1)σ
i + 2σi−1.
Ko dobljeni račun poenostavimo s pomočjo enakosti (2) dobimo, da je utež (9− i)-te
vrstice enaka 2iσi + σi−3. Sedaj moramo le še sešteti vse vrstice na spodnjem delu
igralne deske. Spet bomo uporabili formuli (3) in (5)
W (Z2⊖) =
∞∑
i=9
(2iσi + σi−3) = 2(9σ7 + σ6) +
σ6
1− σ = 18σ
7 + 2σ6 + σ4.
Dobljeno število ocenimo s pomočjo σ < 0, 62
16σ7 + σ5 + σ3 < 16(0, 62)7 + (0, 62)5 + (0, 62)3 < 0, 9 < 1.
Po lemi 2.11 sledi, da pri diagonalnih vojakih ne moremo doseči devete vrstice. 
5. Posplošitev na več dimenzij
Predstavljamo si sedaj, da igramo Conwayeve vojake na večdimenzionalni deski.
Lahko si jo predstavljamo kot mrežo Zd. Tu lahko figure na začetku igre postavimo
na Zd⊖ := Zd−1 × (Z \ N), puščava pa je Zd+ := Zd−1 × N. Za n ∈ N pravimo, da
lahko pridemo n korakov v puščavo, če lahko dosežemo polje (m1,m2, . . . ,md−1, n)
za neka cela števila m1,m2, . . .md−1. Ker pa se tudi v več dimenzijah da premakniti
začetne figure v katerokoli od prvih d−1 smeri, bomo zopet zaradi preprostosti vzeli
mi = 0 za vsak i. Označimo polje (0, 0, . . . , n) z λn. Tako kot v dveh dimenzijah je
cilj priti čim dlje v puščavo. Se pravi najti največji n, da še lahko dosežemo λn.
Izrek 5.1. Pri igri Conwayevih vojakov na d-dimenzionalni igralni deski, ne moremo
doseči (3d− 1)-te vrstice.
Dokaz. Tako kot pri dokazu izreka 2.4 bomo uporabili pagodno funkcijo. Morali jo
bomo le razširiti. Za funkcijo razdalje bomo spet uporabili manhattansko metriko,
le da bomo tokrat uporabili tisto za d dimenzij. Naša funkcija razdalje za polje
λ3d−1 bo torej fλ3d−1(β) := d1(λ3d−1, β). Za poljubno polje β pod poljem λ3d−1.
Sedaj bomo z indukcijo na d izračunali utež Zd⊖. Natančneje, dokazali bomo, da
za utežitev s pagodno funkcijo, inducirano s fλ3d−1 na d-dimenzionalni igralni deski
velja W (Zd⊖) = 1.
Za primer d = 2 smo pri izreku 2.4 dokazali, da je utežitev Z2⊖ s pagodno funkcijo
za polje λ5 enaka 1.
Predpostavimo, da za vsak d ≤ n velja, da je utežitev Zd⊖ s pagodno funkcijo
za polje λ3d−1 enaka 1. Dokažimo, da je utežitev Zn+1⊖ s pagodno funkcijo za polje
λ3(n+1)−1 = λ3n+2 enaka 1.
Naš Zn+1⊖ si lahko predstavljamo kot ∪i∈Z{i}×Zn⊖. Po indukcijski predpostavki je
W ({0}×Zn⊖) = 1, če uporabimo pagodno funkcijo za λ3n−1. Mi pa želimo uporabiti
pagodno funkcijo za λ3n+2. Naše polje je tri polja globlje v puščavi, zato bodo imela
vsa polja svojo utež pomnoženo s σ3. Torej bo s pagodno funkcijo za polje λ3n+2
utež {0} × Zn⊖ enaka σ3. Ko pa se s prve Zn⊖ premaknemo na druge, se nam bo z
vsakim korakom utež povečala za σ. Iz tega sledi, da je za vsak i ∈ Z
W ({i} × Zn⊖) = σ3+|i|.
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S pomočjo tega lahko sedaj izračunamo utež celotnega spodnjega dela.
W (Zn+1⊖ ) = σ3 + 2
∞∑
i=1
σ3+i = σ3 + 2σ3
∞∑
i=1
σi
Ko uporabimo enačbo (3), dobimo
W (Zn+1⊖ ) = σ3 + 2σ3σ−1 = σ3 + 2σ2.
Zdaj je potrebno le še uporabiti enačbo 2, da seštejemo
σ3 + 2σ2 = σ + σ2 = σ0 = 1.
Torej je W (Zn+1⊖ ) = 1 za vsak d ∈ N in primerno pagodno funkcijo inducirano s
poljem λ3n+2.
Dobimo, da za poljuben d ∈ N velja W (Zd⊖) = 1 = W ({λ3d−1}).
Ker pa lahko začnemo le s končnim številom figur, je utež poljubnega začetnega
položaja strogo manjša od 1. Po lemi 2.11 sledi naš izrek. 
6. Nadaljnje branje
V delu smo obravnavali Conwayeve, poševne in diagonalne vojake. Vsi potekajo
na igralni deski zapolnjeni s kvadrati. Neskončno ravnino lahko zapolnimo tudi s
pravilnimi šestkotniki. Članek [2] tako obravnava tudi heksagonalne in Pablitove
vojake, ki se igrajo na takšni igralni deski.
Pri izreku 5.1 smo dokazali, da je utež tistega dela d dimenzionalne igralne deske,
na katerega lahko postavimo figure, enaka uteži polja, ki ga hočemo doseči. Ob tem
pomislimo, da bi morda z neskončno figurami na spodnjem delu d dimenzionalne
igralne deske le lahko prišli 3d− 1 polja daleč. Nerecenziran vir [4] se ukvarja s tem
vprašanjem. Avtorja definirata vuš, to je premik, ki uporabi vse figure na poljih
{λi|i = 0,−1,−2, . . .}, da postavi figuro na polje λ2.
Slovar strokovnih izrazov
golden ratio zlati rez
Manhattan metric manhattanska metrika
D’Alembert criterion D’Alembertov kriterij
maximum metric maksimalna metrika
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